"I Teselado

Diagonalizacidon paso a paso — Resolucion detallada
Autovalores, autovectores y cuando una matriz es diagonalizable

Grados de Ciencias e Ingenieria

1. Dos ejemplos para empezar

Ejemplo 1: una matriz 2 x 2

Queremos escribir

4 1
como A = PDP~! con D diagonal. Buscamos vectores v # 0 que A solo estira: Av = \v. El

nimero A es un autovalor y v, un autovector.

Paso 1. Polinomio caracteristico. Av = Av con v # 0 pide que A — Al no sea invertible, es
decir, det(A — \I) = 0:

det(A — AT) = ’4” L

23—\
= A2 — 7\ + 10.

’:(4—)\)(3—>\)—2

Paso 2. Sus raices.

M_A+10=(L1—-2)A—5)=0 = =5 A=2
Paso 3. Autovectores de A = 5. Resolvemos (A —5I)v = 0:

G 5)0)-() = —e+v-o

La segunda fila es la primera por —2: queda una sola ecuacién, y = x. Tomamos v; = (1,1).

Paso 4. Autovectores de A\ = 2. Resolvemos (A —2I)v = 0:

EAE-[) = weom

Asi que y = —2z. Tomamos vg = (1, —2).

Paso 5. Py D. Los autovectores van en columnas de P; los autovalores, en la diagonal de D, en
el mismo orden.

(1 1 (50 B .
P_<1 _2>, D_<O 2), A=PDP

Paso 6. Comprobamos AP = PD. Asi no hace falta calcular P~

e () )0 Y
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Ejemplo 2: una 3 x 3 con un autovalor doble

1 -3 3
A=13 -5 3
6 —6 4

Paso 1. Polinomio caracteristico. Antes de desarrollar, sumamos la columna 2 a la columna 1
(el determinante no cambia) y sacamos el factor comin —2 — \:

LN & 3 == =3 3
det(A—XD)=| 3 —5-x 3 [=]2-Xx -5-Xx 3
6 —6  4-) 0 —6  4-)
1 -3 3 1 -3 3
=(—2—-X1 -5-x 3 |=(-2-X0 -2—-Xx 0
0 -6 4-X 0 -6 4-X
= (—2— X2 — X).

En el ultimo paso restamos la fila 1 a la fila 2 y desarrollamos por la primera columna.
Paso 2. Sus raices. A = —2, doble, y A = 4, simple.
Paso 3. Autovectores de A = —2. Resolvemos (A + 2I)v = 0:

3 -3 3 . 1 -1 1
3 -3 g| Xedwimos, f5 g o — z—y+z=0.
6 —6 6 0 0 0

Una ecuacién con tres incoégnitas: dos pardametros. Con y = z + z:
(x, z+2, z)=2(1,1,0) + 2(—1,0,1).

Hay dos autovectores independientes: v; = (1,1,0) y vo2 = (—1,0,1). Esto es lo que hace que la
matriz diagonalice.

Paso 4. Autovectores de A = 4. Resolvemos (A —41)v = 0:

-3 -3 3 , 1 -1 0
3 9 3 reducimos 0 —6 3
6 —6 0 0 0 O

(La fila 3 dividida entre 6 pasa arriba; la fila 1 méas 3 veces esa da (0, —6, 3); la fila 2 menos 3 veces
esa da (0,—6,3) otra vez, y se anula.) Entonces x =y y z =2y: v3 = (1,1,2).

Paso 5. Py D.

1 -1 1 -2 0 O
P=11 0 1], D=0 -2 0
0 1 2 0 0 4

Paso 6. Comprobamos. det P = 2 # 0, asi que las columnas son independientes, y

-2 2 4
AP=|-2 0 4| =PD.
0 -2 8
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Otra comprobacién rédpida: la traza de A es 1 —5+4 = 0 y la suma de los autovalores, —2—2+4 = 0.

Todo el tema son estos dos ejemplos: el polinomio caracteristico da los autovalores, cada nicleo
ker(A — M) da sus autovectores, y la matriz diagonaliza si se juntan tantos autovectores indepen-
dientes como su tamafio.

2. El método, resumido

Cémo diagonalizar una matriz A de tamano n X n.
1. Polinomio caracteristico: p()\) = det(A — \I). En 2 x 2, p(A) = A2 — (tr A) A+ det A.

2. Autovalores: las raices de p, cada una con su multiplicidad algebraica m,,.

3. Autovectores: para cada A, resolver (A — AI)v = 0. La multiplicidad geométrica es
mg = dimker(A — AI) =n —rg(A — AI).

4. ;Diagonaliza? Si, si y solo si todas las raices son reales y m, = m, para cada autovalor.

5. Py D: autovectores en columnas de P, sus autovalores en la diagonal de D, en el mismo
orden.

6. Comprobar AP = PD, o traza y determinante.

3. Por qué funciona

Si Av; = \jv; para i = 1,...,n, al poner los v; en columnas de P:
AP = (Avy -+ Avy) = (M1 -+ Aguy) = PD.

Si ademés los v; son independientes, P es invertible y A = PDP~!. Diagonalizar es, por tanto,
encontrar una base de autovectores.

Dos datos ayudan a comprobar: la traza de A es la suma de los autovalores, y det A es su producto
(contando multiplicidades).

4. Cuando diagonaliza

4.1. Multiplicidad algebraica y geométrica

Para cada autovalor A hay dos ntimeros:
s la multiplicidad algebraica mg: cuantas veces es raiz de p;
» la multiplicidad geométrica mg = dim ker(A — AI): cudntos autovectores independientes tiene.

Siempre 1 < my < my,.

Criterio. A diagonaliza (en R) si y solo si todos sus autovalores son reales y mg = m, para
cada uno.

Los autovalores simples cumplen siempre m, = m, = 1. Solo hay que mirar los multiples.
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Si al resolver (A — AI)v = 0 solo sale v = 0, el autovalor estd mal calculado: A — A\ tiene que
tener determinante cero y el sistema, soluciones no triviales. Vuelve al polinomio caracteristico.

4.2. Autovalores distintos

Si A (n x n) tiene n autovalores reales distintos, diagonaliza.

Es el ejemplo 1: autovectores de autovalores distintos son siempre independientes.
4.3. Un caso que no diagonaliza

a=(55).  Aw=-o-an

El autovalor A = 3 es doble, m, = 2. Pero
0 1
A—3I—<0 O) = y=0,

y solo hay un autovector independiente, (1,0): mgy =1 < 2. No hay base de autovectores, asi que
no diagonaliza.

Si el polinomio caracteristico tiene raices complejas, la matriz no diagonaliza en R. Por ejemplo,

-1
el giro <(1) 0 ) tiene p(\) = A% + 1: ningtin vector real queda en su propia direccién.

4.4. Matrices simétricas

Toda matriz simétrica real (A! = A) diagonaliza, y ademds con una base ortonormal de auto-
vectores: A = QDQ" con Q! = Q.

Ejemplo. A = (i ;) traza 4 y determinante 3, asi que p(\) = A2 —4X\ +3 = (A —3)(A - 1).

A=3: A—3I:<11 _11> — y=z, w=(11

A=1: A—I:G i) = y=—z, wvy=(1,-1).

Los dos son perpendiculares (1 — 1 = 0). Dividiendo cada uno por su norma /2:

1 (1 1 30
Q:\/i<1 —1)’ DZ(O 1)’ A=QDQ".
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5. Para qué sirve: potencias

Si A= PDP~! en A2 = PDP~'PDP~! los factores centrales se cancelan, y en general

AL
A*=pD"pP7', D=
A

1 (-2 -1 1(2 1
o 0 . -1 _ =
Ejemplo. Con la matriz del ejemplo 1, P~ = =3 (_1 1 ) =3 (1 _1>, y

An_;ll 5 0\ (2 1)\_1(sm 2r 2 1
3\t —2)J\0 20)\1 —-1)] 3\5" —2.27)\1 -1
_1(2-5"+2” 5"—2n>

3\2-5"—-2.2" H5*42.2"

12 3
_ 1 _
Paran—lsale3<6 9>—A.

El orden de las columnas de P es libre, pero tiene que ser el mismo que el de los autovalores en
D. Si cambias dos columnas de P, cambia también los dos autovalores.

Para diagonalizar basta con Py D,y se comprueba con AP = PD. La inversa P~! solo hace
falta para calcular A™ (o para escribir A = PDP~! explicitamente).

6. Ejercicios

Niveles de dificultad

T Autovalores distintos: ™ Autovalor multiple: T Un pardmetro en la B El pardmetro cambia
aplicar la receta. comparar matriz, o A™ aplicado los autovalores, o
multiplicidades, o a un problema. plantear la matriz
calcular A™ directo. uno mismo.

1. (autovalores distintos) Diagonaliza A = <Z :g)

Solucién.

Paso 1. Polinomio caracteristico. Traza 3, determinante —10 + 12 = 2:

PN =X =32+2=N-1)(A—2).

Paso 2. A\ =1.
A—I:<4 _2> = 2z —y=0, v =(1,2).

Algebra Lineal
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Paso 3. \ = 2.

6 —4

() 00y

Paso 4. Comprobacién. AP = (1 4) = PD.

A—2[:<3 _2> — 3r—2y=0, wv=(23).

2 6

T 2. (una 3 x 3 triangular) Diagonaliza

s

I
S O =
SN =
w = O

Solucién.

Paso 1. Autovalores. A — Al es triangular, y su determinante es el producto de la diagonal:
p(A) = (1 —A)(2 = A)(3 — ). Tres autovalores distintos, 1,2, 3: diagonaliza seguro.

Paso 2. \ =1.

Paso 3. A\ = 2. j
-1 1 0
A-2I=10 0 1| = 2=0,z=y, v =(1,1,0).
0 0 1
Paso 4. A = 3.
-2 1 0
A-3I=[0 -1 1] = y=2a=4% u3=(1,2,2).
0 0 0
11 1 100
P=101 2], D=0 2 0
0 0 2 0 0 3
123
Paso 5. Comprobacion. AP=|0 2 6| =PD
0 0 6
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™ 3. (comparar multiplicidades) Para cada matriz, calcula m, y m, de cada autovalor y decide si
. diagonaliza. Si diagonaliza, da Py D.

3 10 11 1
a) A=|[-1 1 0 b)B=|1 1 1
0 0 2 111

Solucién. a)
Paso 1. Polinomio caracteristico. Desarrollamos por la tercera fila:
det(A—X)=2-XN)[B=XN)(1—-X)+1]
=2- N\ —4r+4)=(2-)1>%
Un tnico autovalor, A\ = 2, con m, = 3.

Paso 2. Su nucleo.

1 1 0 110
A—9or=|-1 —1 o] 2, [0 0 0
0 0 0 00 0

Rango 1, asi que my =3 — 1 = 2.

mg = 3, mg = 2: A no diagonaliza.

b)

Paso 1. Autovalores sin polinomio. B tiene rango 1, asi que A = 0 tiene my = 3 —1 = 2.
Como m, > my, 0 es al menos doble. La traza es 3 y es la suma de los autovalores: 0+ 0+ A3 = 3,
A3 = 3. (Con el determinante: p(A) = —A\2(\ — 3).)

Paso 2. A=0. Elsistemaesz+y+2=0: v =(1,-1,0), v2 = (1,0,—1). myg =2 =m,.

Paso 3. A = 3.
2 1 1 . 11 -2
B-3I=|1 -2 1| Zdwims, g 1 1| = y=z, 2=2, v3=(1,1,1).
1 1 -2 00 0
1 1 1 000
B diagonaliza: P=|-1 0 1], D=0 0 0
0 -1 1 00 3

Paso 4. Comprobacién. BP tiene columnas (0,0,0), (0,0,0) y (3,3,3), que son las de PD. Y
det P =3 # 0.

) con una matriz ortogonal Q.

2
: ™ 4. (una simétrica) Diagonaliza A = (2 1

Solucién.
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Paso 1. Polinomio caracteristico. Traza 1, determinante —6:

pA) =X =-X—6=A-3)(A+2).
Paso 2. A = 3.
-1 2
A—3I:<2 _4> = =2y, v1=(2,1).

Paso 3. A\ = —2.

A—i—2[z<;1 i) = y=—-2z, wvy=(1,-2).

Paso 4. Normalizar. v; - v9 = 2 — 2 = 0: ya son perpendiculares, como asegura la simetria. Los
dos tienen norma /5.

1 (2 1 3 0
Q:\/§<1 _2>, DZ(O _2>, A =QDQ.

Paso 5. Comprobacién. Traza: 3 —2 = 1. Determinante: 3 - (—2) = —6.

5. (calcular A™) Con la diagonalizacién del ejercicio 1, calcula A™ para A = (2 :;)

Solucién.

Paso 1. P~l. P= (1 2), detP=3—-4=—1:

2 3

Paso 2. Multiplicar.

R [ [E R es 1E

(_3 £ 2n+2 9 _ 2n+1>

—-6+6-2" 4-3.2"

Paso 3. Comprobacién. n =0 da (é (1)> yn=1da <5 —2>.

6 —2
n+2 _ __ on+1
o (2 3 2-2 ) |

6-2" -6 4-3-27

& 6. (un parametro fuera de la diagonal) Discute, segun el valor de a € R, si diagonaliza
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b

[l
O O N
SN
—_ O =

Cuando lo haga, da Py D.
Solucion.

Paso 1. Autovalores. Es triangular: A = 2 doble y A = 1 simple, para cualquier a. Solo hay que
mirar A = 2.

Paso 2. Rango de A — 2].

Las filas no nulas son (0,a,1) y (0,0, —1).
» Si a # 0, son independientes: rango 2, m, = 1 < 2. No diagonaliza.

» Sia =0, la primera es la segunda por —1: rango 1, my = 2 = m,. Diagonaliza.

Paso 3. Autovectores con a = 0. Para A = 2 el sistema es z = 0: (1,0,0) y (0,1,0). Para

A=1:
1 01
A-TI=(0 1 0| = z=—2,y=0, (1,0,-1).
0 00
1 0 1 2 00
Diagonaliza solosia =0, con P=]10 1 0|, D=0 2 0
0 0 -1 0 0 1

Paso 4. Comprobacién. La tercera columna: A(1,0,—1) = (2—-1, 0, —1) = (1,0, —1), autovalor
1. Las otras dos son ey y es, que A multiplica por 2.

7. (el pardmetro mueve los autovalores) Discute, segtin a € R, si diagonaliza

1 1
A=1|0 a
0 0

N OO

Solucién.

Paso 1. Autovalores. Triangular: 1, a y 2. Si a no es ni 1 ni 2, son distintos y diagonaliza.
Quedan dos casos en que un autovalor se vuelve doble.

Paso 2. Caso a = 1. Autovalor 1 doble.

A-1T= = rango 2, mg=1<2.

o O O

1
0
0

= O O

No diagonaliza.
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Paso 3. Caso a = 2. Autovalor 2 doble.

-1

1
A-2] = 0 = rango 1, my =2 =m,.
0

e e 9o

0
0

Diagonaliza: los autovectores de 2 son x =y, (1,1,0) y (0,0,1); el de 1 es (1,0,0).

110 1 00
Diagonaliza si y solosi a #1. Paraa=2: P=|0 1 0|, D=1]0 2 0
0 01 0 0 2
1 20
Paso 4. Comprobacién (a =2). AP=|0 2 0| =PD.
0 0 2

& 8. (un modelo de dos estados) Cada afio, el 10 % de los habitantes de una ciudad se muda al campo

y el 20 % de los del campo se muda a la ciudad. Hoy viven 300 mil personas en la ciudad y 600 mil
en el campo. ;Cudntas habra en cada sitio dentro de n afios? ;Y a largo plazo?

Solucién.

Paso 1. Plantear. Con z, = (¢y, k) (miles en ciudad y campo):

Cn+1 . i 9 2 Cn, _ n
—_——

M

72—-2 7.

17 .
Paso 2. Autovalores. Traza i, determinante S55° = 15:

M-I+ E=-1)A-5).

Paso 3. Autovectores.

1 -1
_ 300 + 600 300
1. 1 _
P =3 (300 _ 1200) (—300)

1 0 300 2 L1
e (b o0) (2) o (3) o0 (1),
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Paso 5. Comprobacién. n = 1: la férmula da (600 —210, 300+210) = (390, 510), y directamente
c1 =270+ 120 = 390, k; = 30+ 480 = 510.

¢ = 600—300-0,7", Kk, =300+ 300-0,7" (miles). A largo plazo, 600 mil en la ciudad y 300

mil en el campo.

9. (una recurrencia en forma matricial) La sucesién ant1 = ap + 2a,-1, con ag = 0y a3 = 1,
empieza 0,1,1,3,5,11,... Escribela como x,,+1 = Mz, con z,, = (an+1,a,) y usa la diagonalizacién
de M para hallar a,,.

Solucién.

Paso 1. Plantear.

Paso 2. Autovalores. Traza 1, determinante —2: A2 — X —2 = (A — 2)(A + 1).

Paso 3. Autovectores.

A=2: M—2]:<_11 _22> = =2y, (2,1)

A=-1: M+I:<§ ?) = y=-z, (1,-1).

Paso 4. z,,. Es la misma P del ejercicio anterior:

il 210
=42 (3) + cor ()]

Paso 5. Comprobacién. a3 =(8+1)/3=3 y a5 =(32+1)/3 =11.

an es la segunda componente.

on _ (_1)n
)
11 . . . . . .
Con M = 10 el mismo camino da la formula de Fibonacci; solo cambian los autovalores, que
son 1£Y5

2
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