"™ Teselado

Factor integrante — Resolucidn detallada

Convertir una ecuaciéon en exacta: cuando existe y como encontrarlo

Grados de Ciencias e Ingenieria

1. Dos ejemplos para empezar

Ejemplo 1: el factor nos lo dan

Queremos resolver
2ydx + xdy = 0.

Paso 1. ;Es exacta? Llamamos M = 2y (lo que acompana a dx) y N = z (lo que acompafia a
dy). Seria exacta si M, = N, pero My =2y N, = 1. No lo es.

Paso 2. Multiplicamos por x. La ecuacion pasa a ser
2xy dx + 2% dy = 0.
Ahora M = 2zy y N = 2%,y M, = 2z = N,: ya es ezacta. La x que ha obrado el cambio es el

factor integrante. De dénde sale lo vemos en el ejemplo 2.

Paso 3. Buscamos F' con F, = M y F, = N. Integramos M respecto de z, tratando y como
constante:

F:/2a:yd:c:932y—l-h(y).

La «constante» h(y) puede depender de y. La fijamos derivando respecto de y e igualando a N:
F, = 2%+ W(y) = 22, asi que h/(y) = 0 y basta con h = 0.

Paso 4. Las soluciones son las curvas I' = C.

2%y = C, es decir y= —
x

Paso 5. Comprobamos. Derivando 2%y = C respecto de x: 2zy + z%y’ = 0. Es la ecuacién del
paso 2, que es la original multiplicada por z.

Ejemplo 2: el factor hay que buscarlo
(3zy + y?) dx + (2 + zy) dy = 0.
Paso 1. ;Es exacta? M, = 3z + 2y y N, = 2z + y. No. Su diferencia,

D=M,—N;,=z+y,

mide cuanto le falta para serlo.
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Paso 2. Buscamos el factor. Dividimos D entre N:

D z+y 1

N z(@z+y) z
Solo depende de z, y eso garantiza un factor que depende solo de z (seccién 4 explica por qué):

p(z) = e 38 = ne — o

Paso 3. Multiplicamos y comprobamos. Queda (3z2y + zy?) dz + (2® + 2%y) dy = 0, y las dos
derivadas cruzadas valen 322 + 2zy. Exacta.

Paso 4. Buscamos F. F = /(3x2y+xy2) dr = x3y+%x2y2+h(y). Derivando, F, = z3+z%y+h(y),
que debe ser 2® + 2%y: h' = 0.

oy + %nyz =C.

Todo el tema es esto: calcular D, adivinar de qué depende el factor y seguir los mismos pasos. Lo
que sigue es la lista de casos y por qué funciona cada uno.

2. El método, resumido

Coémo encontrar el factor integrante de M dz + N dy = 0.

1. Calcula D = M, — N,. Si D = 0, la ecuacién ya es exacta: no hace falta factor.

D D
2. Si N depende solo de x:  pu(x) = exp/ N dx.

D D
3. Si i depende solo de y:  p(y) = exp/ ~ dy.

4. Si no, prueba con z = x+ vy, 2 = vy 0 z = 22 + y*: si —————— depende solo de z,
Nzy — Mz,
D
— 76‘[ .
) = s / Nzg — Mz, ™

1
5. Si M y N son homogéneas del mismo grado: pu

" M+ yN’
6. Ultimo recurso: tantea p = 2™y™ e iguala coeficientes.

Con 1 en la mano: multiplica, comprueba que (M), = (uN),, halla el potencial 'y escribe
F(z,y) = C. Después, revisa qué soluciones se perdieron al multiplicar.

3. La idea

La ecuacién M (x,y)dx + N(z,y) dy = 0 es ezxacta si existe una funcién F con F, = M y F, = N.
Entonces las soluciones son las curvas de nivel F(z,y) = C. El criterio préctico (en un dominio sin
agujeros) es

M, = N,.
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Cuando no se cumple, se busca una funcién p(x,y) # 0 que, al multiplicar la ecuacién, la vuelva
exacta: (uM)y = (uN),. Desarrollando,

N pg — M py = p(My — Nz) = p D.

Esto es una ecuacién en derivadas parciales, mas dificil que la original. El truco es no resolverla en
general, sino buscar y que dependa de una sola variable o combinacion de variables. Entonces se
convierte en una EDO separable para pu.

4. Los casos, uno a uno

4.1. Factor que depende solo de =

Si g = p(x), entonces py = 0y queda Ny’ = pD, es decir i//p = D/N. Eso solo tiene sentido si
D/N no depende de y.

D= ge) = ule)=eJIO®

Es el caso del ejemplo 2.

4.2. Factor que depende solo de y

Ahora p, =0y queda —My' = puD: p'/u=—D/M.

—Z =h(y) = puly) = el MWW,

El signo menos es el error més frecuente del tema. Para u(x) se divide entre N y sin signo; para
p(y), entre M y con signo. Si dudas, vuelve a Ny, — Mp, = pD y anula la derivada que no
toca.

Ejemplo. ydz + (22 — ye¥) dy = 0.
Paso 1. Calculamos D. M, =1, N, =2, D= —1.

Paso 2. Elegimos el caso.

D -1
== m depende de x y de y: no sirve
D 1

My solo de y: p =Y =y,

Paso 3. Multiplicamos. y?dz + (2zy — y?e¥)dy = 0, con (y?), = 2y = (2zy — y?€¥),.

Paso 4. Potencial.

F—/yzdw—ny—i-h(y)

F, = 2zy + I/ (y) = 2xy — y?eY

h(y) = — /yzey dy = —(y* — 2y +2) €.
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oy — (v -2y +2)e¥ =C.

4.3. Factor que depende de una combinacién z(z,y)

Sip = p(z) con z = z(x,y), la regla de la cadena da p, = p'z; y py = p'zy, y la ecuacién de p

queda
% D

U B Nzy — Mz,

Funciona si el cociente se puede escribir como funciéon de z sola. Los denominadores de las combi-

naciones habituales:

z Nzy — Mz,
z+y N-—-M
T —y N+ M

xy yN —xM

22+ 9% | 2N — yM)

Ejemplo. (y + zy?)dz + (x — 2%y) dy = 0.

Paso 1. Calculamos D. M, =1+2zy, N, =1—2zy, D =4xy. Ni D/N ni —D/M dependen

de una sola variable.

Paso 2. Probamos z = xy.

yN —zM = (zy — 2*y°) — (zy + 2%y°) = 227

yIN i)x]W - —;LinyQ :_1323/:_2 — Hzemnz:mzlyQ'
Paso 3. Multiplicamos.
(mly-ki)dx—i— (&—;)dy:0

Paso 4. Potencial.

F = / (xly é)daz =——+1In|z| + hy)

Fy= g +R0) = 27— h(y) = ~nyl.

n|Z —i:C’, y ademas las rectas t =0 e y = 0.
) Ty

Al multiplicar por u se pueden perder soluciones (donde p no estd definido o vale infinito) y
ganar soluciones falsas (donde y = 0). Aqui p = 1/(2%y?) no existe en z = 0 ni en y = 0.
Sustituyendo en la ecuacién original, las dos rectas son soluciones: hay que anadirlas a mano.

teselado.es 4 Ecuaciones Diferenciales


https://teselado.es
https://teselado.es

- Teselado Factor integrante - resuelto

4.4. La ecuacion lineal es un caso particular

La lineal ¢’ +p(x) y = q(x) se escribe (py —q) dz+dy = 0. Entonces M = py—q, N =1, D = p(x),
y D/N = p(z) solo depende de z:

pz) = el 7@ 4z ¢ la ecuacion queda (u y)/ = uq.

Es el «factor integrante» de los cursos de introduccion: el mismo criterio, sin cambios.

4.5. Ecuaciones homogéneas

Si M y N son homogéneas del mismo grado (al cambiar x,y por tz,ty salen multiplicadas por la
misma potencia de t) y M + yN # 0, entonces

1

K= eMfyN

es factor integrante. Suele dar integrales racionales largas: compara antes con el cambio y = uz,
que muchas veces es mas corto.

4.6. Tantear y = x™y"

Si M y N son sumas de monomios y nada de lo anterior funciona, se propone p = x™y™. Se impone
(uM)y = (uN)y y se igualan los coeficientes de cada monomio: salen ecuaciones lineales en m y n.
Si el sistema es incompatible, este método no sirve.

5. Después de encontrar u

Comprueba que (M), = (4N );. Es una linea y caza casi todos los errores de signo.
Integra M respecto de z, con una «constante» h(y).

Deriva respecto de y, iguala a uN y despeja h'(y). Si A’ depende de z, hay un error antes.
Escribe F(z,y) = C; despeja y solo si es facil o te lo piden.

oo B =

Revisa los puntos donde i no existe o se anula, sustituyendo en la ecuacién original.

1 no lleva constante de integracion: cualquier multiplo ku también sirve, asi que se toma la mas
sencilla. Y por la misma razén, ezl = |z| se puede sustituir por x sin perder nada.

6. Ejercicios

Niveles de dificultad

T (Calcular D y aplicar ™ Reconocer el caso, o 1@ El factor depende de B Comparar varios
el criterio directo. reescribir la ecuacion una combinacién de x factores de la misma
antes. e y, hay que ecuacion.
tantearlo, o se pierde
una solucion.

Ecuaciones Diferenciales
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T 1. (u(z)) Resuelve (22 + y? + ) dx + zy dy = 0.
Solucién.

Paso 1. Calculamos D.

M, = 2y, N, =y, D=M,— N, =y.

Paso 2. Elegimos el caso.

Paso 3. Multiplicamos y comprobamos.

(23 + xy? + 2?) dx + 2%y dy = 0
(z® + zy? + 2°)y = 22y = (2°Y)s-

Paso 4. Potencial.
F = /(:L‘3 + zy? + 2%) dz = t2t + 2227 + $2% + h(y)
F,=2’y+HW(y)=2y = K =0

Paso 5. Solucién. F = C; multiplicando por 12 queda mas limpia.

3zt + 622y + 423 = C.

T 2. (u(y)) Resuelve ydzx + (2¢ 4 3y) dy = 0.
; Solucién.
Paso 1. Calculamos D. M, =1, N, =2, D= —1.

Paso 2. Elegimos el caso.

D -1

_ = no sirve
N 2z 43y

D 1 N _

M~y n=v

Paso 3. Multiplicamos y comprobamos.

y?dx + (2zy + 3y*)dy = 0
%)y = 2y = (22y + 3y°),.

Paso 4. Potencial.

Fz/dea::ﬂﬁvaLh(y)

Fy =2zy + B (y) = 22y + 3y2 = h(y) = y3.
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Paso 5. Soluciones perdidas o ganadas. p = y se anula en y = 0. En la ecuacién original,
y =0da 0dx 4 2z -0 = 0: si es solucién, y ya estd en la familia (C' = 0).

zy? +1y3 =C.

3. (la lineal como exacta) Escribe y' + 2zy = = en la forma M dx + N dy = 0, comprueba que el
criterio de pu(x) da el factor de la férmula de las lineales y resuélvela.

Solucién.

Paso 1. Forma diferencial. Con y' = dy/dz:

dy + (2zy — z) dx = 0, M =2zy — ,

Paso 2. Factor.

D
D:My—Nxzzz" N:2x —— Iul:efz'ﬂdl':egj?

que es eJ P@)dz oo p(z) = 2x: el factor de las lineales.

N =1.

2

Paso 3. Resolvemos. Multiplicando la ecuacién por e$2, el lado izquierdo es una derivada:

2 2 2
e’y + 2xe” y = xe®

(*'y) = ze”

y:%+Ce_$2.

4. (u(z +1y)) Resuelve (zy +y)dx + (xy + z)dy = 0.

Solucién.

Paso 1. Calculamos D. M, =x+1, N, =y+1, D=x—y.
Paso 2. Los casos de una variable no sirven.

D x—y D Y=

N a(y+1) M yz+1)

Paso 3. Probamos z =z + y.

D

N-M=x—uy, N

1 = p=e*=¢e".

Paso 4. Potencial. Integrar e*™Y(xy + y) respecto de x pide integrar por partes; es méas rapido

proponer F' = zye**¥ y comprobar:

F, = yeoc—i-y + zy ety — eac—i—y(xy 4 y) —
Fy=ze"™ 4 aye™™ ="V (ay +12) =
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zy ety =C.

i 5. (tantear ™y") Encuentra un factor integrante de la forma p = x™y" para (3y + 4xy?) dx +
(22 4 322y) dy = 0 y resuelve la ecuacién.

Solucién.
Paso 1. Multiplicamos por z™y".

,U,M _ 3xmyn+1 + 4xm+1yn+2
;LN — 2xm+1yn + 3xm+2yn+1‘

Paso 2. Derivadas cruzadas.

(M), = 3(n -+ 1) 2y + A(n + 2) 2™y
(uN)y = 2(m + 1) 2™y" + 3(m + 2) 2™ Ly +L

Paso 3. Igualamos monomio a monomio.

g™y 3(n+1)=2(m+1) = 2m—3n=1
g™yt 4(n42) = 3(m +2) — 3m—4n=2.
Multiplicando la primera por 3 y la segunda por 2 y restando: —n = —1, n=1, m = 2.

Paso 4. Potencial. Con u = z%y:

F = /(3562y2 + 423y3) dx = 23y? + =ty + h(y)

F, =223y +32%? +h'(y) =uN = HK =0.

z3y? + zty3 = C.

5 6. (una solucién que se pierde) Resuelve ydx + (y?> —z)dy = 0 y comprueba si el factor integrante

hace perder alguna solucién.
Solucion.
Paso 1. Calculamos D. M, =1, N, =-1, D=2.

Paso 2. Elegimos el caso.

D 2
N = P no sirve
D 2 _2] 1
_— = —— — /_L: e ny — —_—
M y y?

1 1
Paso 3. Multiplicamos. —dx+ (1 — %)dy =0, con derivadas cruzadas —— en los dos lados.
Y Y Y
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h(y) = y.

Paso 5. Soluciones perdidas. p = 1/y? no existe en y = 0. En la ecuacién original, y = 0 (con
dy =0) da 0-dx+ 0 = 0: es solucién, y no esta en la familia % + 1y = C, que exige y # 0. Hay que

anadirla.

f+y=C’ (es decir, z = Cy — y?), y ademds y = 0.
Yy

1 1 1

7. (un factor no es inico) Comprueba que —5» —5 Y — son factores integrantes de y dz —x dy = 0.
=y LY

Resuelve la ecuacién con cada uno, explica por qué las tres respuestas describen la misma familia

y di qué solucién pierde cada una.

Solucién.

Paso 1. Las soluciones, a ojo. ydz = xdy dice que dy/dx = y/z: la pendiente es la del radio.

Son las rectas por el origen.

Paso 2. Cada factor.

w:_d(y)zo — y=Cz

X x

de —xd

v a(2)- ==

ydm—wdy:ldx_ldy: — IH‘E’:C
Ty T Y Y

pierde z =0

pierde y = 0

pierdex =0ey =0

Que cada uno es factor integrante se ve en la misma linea: el lado izquierdo es la diferencial de una

funcién.

Paso 3. Por qué la misma familia. Dos factores integrantes de una ecuacion difieren en un

y y , 1/y?
factor que es funcién de la solucién: aqui 1;?;2 =X

la familia.

z

Y

)2. Cambian la forma de escribir la familia, no

y = C'x junto con z = 0: todas las rectas por el origen.
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