" Teselado

Integrales: cambio de variable y por partes —

Resolucion detallada
Inmediatas compuestas, partes y cambio de variable: qué usar y como

Grados de Ciencias, Ingenieria y Economia

1. Dos ejemplos para empezar

Ejemplo 1: inmediata compuesta

/3:1:2 (z® +1)* da.
Paso 1. La tabla, con z. Una potencia cuarta:

5
/a:4dx:x5+0.

Paso 2. En lugar de z, 2’ + 1; fuera, su derivada 32°.

/(;1;3 +1)4 &Ij dx.

derivada de 23 + 1

Paso 3. Se integra igual que con z; la derivada de fuera desaparece.

175
4

de = —
/x 0 5

/(.’173 4= 1)4 322 dr = 7(']?3 + 1P

3 5
/33:2(333+1)4d$:(xj;1)+0.

Paso 4. Comprobamos derivando. (%(x?’ + 1)5)/ = (23 +1)* - 322.

Ejemplo 2: por partes

/xcoswda}.

Paso 1. ;Tabla? No: z no es la derivada de cosz.

teselado.es 1


https://teselado.es
https://teselado.es

- Teselado Cambio de variable y partes - resuelto

Paso 2. ;Cual se simplifica al derivar? z — 1. Queremos la prima sobre la x.

Paso 3. Primero, la prima en la otra. cosz = (senx)”:

/mcosxdaz:/x(senx)’dx.

Paso 4. Copiamos las dos sin prima; misma integral, prima cambiada de sitio.

/a: (senz) dr =z senx — /(:U)’ sen x dx
sin prima

=zxsenx — /senxdm =xsenx + cosx + C.

/xcosxdw =xsenzx + cosx + C.

Paso 5. Comprobamos derivando. (zsenz 4+ cosz) = senx + xcosx —senx = x cos Z.

2. El método, resumido

Ante /f(m) dx, preguntate por orden:

ritmos.

sobra una constante? Se ajusta.

enlaotra,y/fg’dx:fg—/f’gda:.

4. ;Una raiz o un paréntesis que estorba, sin su derivada fuera? — cambio
lo que estorba; despeja x y dz.

5. (Ha vuelto la integral? — despéjala.

6. ;Has comprobado derivando? ;Y la +C?

teselado.es 2

1. ;Se puede simplificar? Reparte, separa fracciones, propiedades de potencias y loga-

2. ;Esta en la tabla con z, o con [ en su lugar y /' fuera? — inmediata. jFalta o

3. ;Un producto con una funcion que se simplifica al derivar? — partes: prima

1t =
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3. Integrales inmediatas

Cada fila es una derivada leida al revés.

con
.,En+1
"dx = C -1
2" dx n+1+ (n# —1)
1
—dx =In|z|+C
x
edr=¢e"+C
T
axdx:a——i-C
Ina

cosxdr =senx + C

senzdr = —cosx + C
1

s—dz =tgz+C
cos? x

1 d tgx + C
—— dx = arctgx
1+ 2 &

dx = arcsenz + C

e

=
||~
8
I\

|
Ejemplo. /nxdx:
x

Inz- 1
X

Cambio de variable y partes -

con [ en lugar de z, y [’ fuera

/ frtt
" fldr = - C
f* 1 de n+1+
f/
—dr=In|f|+C
f
el fldv=e/ +C
aff/dx:——i—

Ina

cosf - f'dr=senf+C

senf-f'dr=—cosf+C

k“~wK“~w““~sK“~sK“~wk“~wK“~sk“~wkf‘~s

f! L,
cos? | de=tgf+C
-/
1_'1_',2 dx = arctg [ + C
f/
—————dx = arcsen | + C
1-— f2

derivada de Inz

Ejemplo. /tgazdz:/senxdw, del tipo /f%dx:

COST

derivada de cosx

—
—Ssenx

dx = —In|cosz| + C.

COS T

Ajustar constantes: falta un 3, sobra un 3

Falta: se pone dentro y se divide fuera.

2 a3 1
d = —
/xe ! 3/

teselado.es

33 G 1 3
e’ 322 dx = 3 e’ +C.

~—
falta el 3

resuelto
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- Teselado Cambio de variable y partes - resuelto

Sobra: se saca fuera.

5 3, -
2 3. _ 2. 1\3 _ 9.2 4
/61‘(:3 +1) dl‘—B/(.l +1)° 2z d:c—4(,1, +1)*+C.

Solo se ajustan constantes. En / e dz falta 2x, que no es constante: no se puede «multiplicar
y dividir por 2z». Esa integral no tiene primitiva elemental.

/ % dxr = In |z| + C, con valor absoluto: % existe para x < 0 y Inz no. Se quita si lo de dentro

es siempre positivo, como en In(x? + 1).

4. Integracion por partes

4.1. La regla de la prima
Algunas funciones se simplifican al derivar:

_ 1
" = nz" Inx — —, arctgr — ———.
T 1+

Queremos la prima sobre esa. Para ello, primero la ponemos en la otra (la integramos), y entonces:

/fg’dx— fa - /f’gdw
~—
~————

copia, sin prima

misma integral, prima movida

Sale de (fg)' = f'g+ f ¢ se integra y se despeja /fg’ dz.

Ejemplo. /xex dz, con e® = (e*)":

/ 7 (ex)/dac:xex—/(m)/exdw:xex—ex+0.
et

simplifica

El menos afecta a toda la integral nueva. Si la funcién integrada trae su signo (senz = (— cosz)’),
salen dos menos seguidos: escribe el paréntesis.

4.2. Una sola funcion: Inz y arctgx

No estén en la tabla, pero se simplifican al derivar. Se multiplican por 1 = (x)’:

1
/lnw-(x)’dw:xlnm—/(lnx)/xdm:xlnx—/w-:cdx:xlna:—x—i—C.

teselado.es 4 Calculo
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T
toex - (z) dx = tex — | ——d
/arc gz - (z) do = xarctgx /1+$2 x

falta el 2
=
2x

1 1 ;
= rarctgx — 2/ 522 dxr = xarctgx — §ln(1 + z2) 4+ C.

4.3. Partes repetidas

resuelto

Polinomio de grado n por exponencial, seno o coseno: la regla n veces, prima siempre en la expo-

nencial o la trigonométrica; el polinomio baja un grado cada vez.

Ejemplo. /xQex dx.
/m2 (%) dzx = z2e” — /230 e’ dx,
/23} (€*) dx = 2z e* — /2e$d:v =2zxe® —2e%,
/xQex dr = 2" — (2ze” — 2¢") + C = € (2® — 22+ 2) + C.
Comprobacion: (e (z? — 2z + 2)) = e®(22 — 2z + 2) + *(2z — 2) = z2€”.

4.4. Integrales que vuelven a aparecer

Exponencial por seno o coseno: ninguna se simplifica. Tras dos veces vuelve la integral de partida,

y se despeja.

Ejemplo. [ = /ez cos x dx, prima en la exponencial:

I:/cosx(e‘”)’dx:excosx—/(cos:z)’exda::exCOS$—l—/Senxexdx,

/
/senx(ez) dx:exsenx—/cosxe$dx:e“”sen:v— I

vuelve

I=¢"cosx+e*senx— 1
2] = e*(cosx + senx)

e’ (senx + cos x)

I =
2

+C.

lo hecho y sale I = 1.

En la segunda vuelta, la prima en la misma funciéon que en la primera. Si la cambias, se deshace

La +C va al final, después de despejar.

ot

teselado.es
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5. Cambio de variable

5.1. Cuando aporta algo

Si es inmediata compuesta, basta la tabla. El cambio sirve cuando algo estorba (una raiz, un
paréntesis elevado) y su derivada no esté fuera:

1. t = lo que estorba; despeja x en funcién de t.
2. dx = 2/(t) dt.

3. Sustituye (ni una z ni un dx), integra en t y deshaz el cambio.

Ejemplo. xvVx + 1dx. La derivada de x 4+ 1 es 1, pero sobra una x, que no es constante: no es
inmediata.

t=x4+1 =— x=t—1, dxr=dt,
/xx/x+1dx:/(t—l)tl/th:/(t3/2_t1/2)dt

_ 2.5 2 3 _2 52 2 3/2
—575 375 +C’—5(a:+1) 3(93+1) +C.

El cambio afecta a todo, también al diferencial: /(t —1)y/tdr mezcla t y = y estd mal.

5.2. Cambio en una integral definida

Se cambian también los limites: x de a a b = ¢ de t(a) a t(b), y no hace falta deshacer el cambio.

Ejemplo. dx, con t =+/x + 1:

"o
Ox/x—i-l
t=vVr+1 = z=t>-1, dz=2tdt,
r=0 = t=1,
r=3 — t=2,

3 2 9 2 3
4z t*—1 t 2
d:n:/ 2tdt:2/ (2 -1)dt=2|=—t
/0\/904—1 , 1 [3 L

-}

O se cambian los limites, o se deshace el cambio antes de sustituir. Nunca limites de x en una
primitiva escrita en t.

Las integrales racionales, trigonométricas e irracionales tienen técnicas propias. Son el tema del
segundo documento de integrales.

6. Ejercicios
Niveles de dificultad

teselado.es 6 Calculo
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T Esté en la tabla, o ™ Ajustar una T Partes repetidas, la i Combinar cambio y g
partes una sola vez constante, aplicar integral vuelve tras partes, o una que §
con la prima clara. Barrow, elegir donde dos veces, o un vuelve con ]
va la prima, la cambio que quita una constantes.
integral vuelve tras raiz.
una sola vez, o un
cambio que quita un
paréntesis.
1. (con z) Calcula (33: ——+te ) dx.
Solucion.
Paso 1. Separamos y sacamos las constantes. ‘
Paso 2. Cada término, por la tabla con z. ‘
4 a3
(3$2—7+em)d$:3-——4ln|x|—i—ex—|—C’. !
23 —4ln|z| + € + C. ;
Paso 3. Comprobamos. (23 —4In|z|+ e"’”)/ =327 — 2+ e
2. (la derivada a la vista) Calcula /23: cos(z?) dz.
Solucion. 3
i
Paso 1. Con z. /cos:vdx:senx—l—C.
Paso 2. Con z° en lugar de z.
/COS(:I?Q) 2z dx = sen(z?) + C.
—~—~ i
derivada de z?2
sen(z?) + C.
Paso 3. Comprobamos. (sen(m2))' = cos(z?) - 2z.
3. (falta un 2) Calcul T 4
. (falta un alcula ——— dx. ]
22 +1
Solucion. 5
Paso 1. Con z. Del tipo /E dzx = In|z|.
Paso 2. Ajustamos el 2. ‘
falta el 2 !
1 2 1 g
T az ]
—— dr=- | ——dzr==Inz* +1|+C.
/ z2+1 2 / x% + 1 2 | | g
teselado.es 7 Célculo
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Paso 3. Quitamos el valor absoluto. z?+1 > 0.

1
iln(a;Q—i-l)—i-C.

1 2z x

Paso 4. Comprobamos. (%ln(av2 +1)) R s e
x x

4. (spartes o tabla?) Calcula /ave222 dzx.

Solucion.
Paso 1. ;Tabla? Si: e?” y fuera z, la derivada de 2 salvo un 2. No hacen falta partes.

Paso 2. Ajustamos el 2.

1 2 1
/ze$2dx: /e" 2 dr=—-¢" +C.
2 ~~ 2
falta el 2

1 -

—e*" +C.

5 @ or

Paso 3. Comprobamos. (%e’”z), = %eIQ 2 =z %

5. (una raiz en el exponente) Calcula /e dx.

Solucién.

Paso 1. Con =z. /e‘” de =¢e*+C.

1.
2V’

VT 1

e

/\/Edm /e 2\/§;d$ eV' +C
N~——

derivada de \/z

Paso 2. Con /= en lugar de z. Su derivada es fuera esta ﬁ: sobra un 2.

2eV® 4+ (.

Paso 3. Comprobamos. (26\/5), P ——

“ (Inz)?

1

6. (definida e inmediata) Calcula / dx.

Solucién.

Paso 1. Con z. /x2 dr = %

teselado.es 8 Calculo
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"™ Teselado

Paso 2. Con Inz en lugar de =x.

derivada de Inx

Paso 3. Barrow.

7. (partes una vez) Calcula /xsen:vd:n.

Paso 1. Prima en la otra. Se simplifica z; senx = (—cosx)’.

Paso 2. Copiamos y movemos la prima.

/x (—cosz) dx

= —TCOST —

—xcosx + cosrdr = —xcosx +senz + C.

—xcosx +senx + C.

Paso 3. Comprobamos. (—zcosx +senx) = —cosz + rsenx + cosx = sen .

8. (integrar la otra con una constante) Calcula /,IGQ'T dx.

Paso 1. Integramos la otra. Se simplifica z; la prima va a e?*, que es inmediata compuesta con

un 2 que falta:

1 .
2 dr=-e — 621:(76
~—~— 2

Paso 2. Copiamos y movemos la prima.

/3: (%ezx)'d:v _—_

0o |

Calculo
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!/
Paso 3. Comprobamos. (62‘”(% - %)) =2 (2 — 1) 4 12 = g7

H

™ 9. (con logaritmo) Calcula /xlnxdw.

Solucién.

Paso 1. Prima en la otra. Aqui se simplifica Inxz — % (y no sabemos integrarlo). La prima va

22

alaz: z=(%).

Paso 2. Copiamos y movemos la prima.

2 2 2
/lna:(a;)’dx:xzlnx—/(lnw)’gdm

2 1 22 2 2
lenzn—/-:n dz = = Inz — = +C.

2 r 2 2 4
2 2
75 75
—Inz — — +C.
5 nx 1 +
Paso 3. Comprobamos. (% Inz — %)/ =zlhhzx+5—5=zlnz.

& 10. (partes dos veces) Calcula /mQ senx dx.

Solucién.

Paso 1. Primera vez. 22 se simplifica; senx = (—cosz)’.

/12 (—cosx)’dx:—:vZCos:U—/2x(—cosx)d:v:—$2008x+/2xcosa:d:n.

Paso 2. Segunda vez. 2z baja otra vez; cosx = (senx)’.

/2:c(sena:)'da::2xsenx—/QSenxdx:stenx+2cosx.

Paso 3. Juntamos.

—22cosx + 2xsenx + 2cosx + C.

Paso 4. Comprobamos.

/!
(—$2605x+2$sen$+2cosx) = —2zcosz + z’senz 4 2senx + 2x cosx — 2sen x

= $2 sen x.

H

© 11. (partes tres veces) Calcula /x3ex dx.

teselado.es 10 Calculo
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Solucién.

Paso 1. Tres veces, prima siempre en la exponencial.

/m3 (%) dx = x3e® — /3$26I dx,
/3:1?2 (%) dz = 3z%e® — /63: e’ dx,
/6:c (") dx = 6z e” — /Gex dx = 6z e” — 6e”.

Paso 2. Juntamos de abajo arriba. Cada menos afecta a todo lo que sigue:

/:1:363“" dr = 23e® — (31‘26“3 — (6z€e” — 66‘”)) +C

= 23e® — 3x2%e® + 6z e® — 66 + C.

e® (23 — 322 + 62 — 6) + C.

Paso 3. Comprobamos.

(% (23 — 322 4 62 — 6)) = ®(a® — 322 + 62 — 6) + *(32% — 62 + 6)

x3e”.

™ 12. (vuelve tras una vez) Calcula /0052 x dx por partes.

Solucién.

Paso 1. Partes. I = / cosx - cos z dx. Prima en uno de los cosenos: cosz = (senx)’.
I= /cosx(senx)’da: = sen T cosT — /(COS$)/ senx dx = sen x cos T + /senQ:cdz:.

22 =1—cos’z, y vuelve I.

/sen2xd:v:/(1—0032x)dx:x— I .
-~

vuelve

Paso 2. sen

Paso 3. Despejamos.

I =senxcosz+x—1

21 = x +senxcosx

7 T -+ sen x cosx
i 2

teselado.es 11 Calculo
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resuelto

se COS
)

2x 2cos? 9
= = COos” Z.

x+senxcosx)’ 1+ cos?x — sen

P 4. C b c =
aso omprobamos ( > 5 5

 13. (la integral vuelve) Calcula /ez senx dx.

Solucién.

Paso 1. Primera vez. Prima en la exponencial:

I:/sen:r(ew)/dm:exsen:x—/cos:nexd:n.

Paso 2. Segunda vez, prima otra vez en la exponencial.

/cosx(e”)’dx—excos:r—/(—senx)ewd:n—ewcosx—i— I
—~

vuelve

Paso 3. Sustituimos y despejamos. Cuidado con el paréntesis:

I=¢e"senz — (" cosz + I)
2] = e*(senx — cos x)
e’ (senx — cos )

1= .
2

e’(senx — cos )

2

+C.

Paso 4. Comprobamos.

e’(senx — cosx)\/ e*(senx — cosx) + e*(cosz + senx) .
( : ) = 5 = e’ senz.

B 14. (vuelve, con constantes) Calcula /62”3 cos 3z dz.

Solucién.

Paso 1. Primera vez. Prima en la exponencial, e* = (3e%7)

7= /cos 3x (%6233)%& = %e% cos 3z — /(—3 sen 3z) %e% dx

= %621 cos 3x + % / €% sen 3z du.

teselado.es 12

's al derivar cos 3z sale un 3:
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Paso 2. Segunda vez, prima otra vez en la exponencial.

/sen 3z (%e2x)’dx = 2e*"sen 3z — /3c033x 1e*"dr = $e*"sen3z — 3 I.

Paso 3. Sustituimos y despejamos.

I = %e% cos 3x + %(%e% sen 3x — % I)
= %ezx cos 3z + %629& sen 3x — %I
81 =1¢e*(2cos3z + 3sen 3z)
. e** (2 cos 3z + 3sen 3x)
— 3 :
e** (2 cos 3z + 3sen 3x) Lo
13 '

Paso 4. Comprobamos.

/
(621(2 cos 3z + 3 sen 3:5)) = 2¢%%(2 cos 3z + 3sen 3x) + e**(—6sen 3z + 9 cos 3z)

= 13¢% cos 3z,

y al dividir entre 13 queda el integrando.

- ™ 15. (un paréntesis que estorba) Calcula /a: (z + 3)*dz.

Solucién.

Paso 1. ;Tabla? La derivada de z + 3 es 1, pero sobra una x, que no es constante. Desarrollar
la potencia es largo: cambio.

Paso 2. Cambio y despeje.

t=x4+3 = x=t—3, dxr=dt.

Paso 3. Sustituimos y repartimos.

6
/a:(a:+3)4d:1::/(t—S)t4dt:/(t5—3t4)dt:%—§t5+C.

Paso 4. Deshacemos el cambio.

6
(xz?)) - g(m+3)5 +C.

Paso 5. Comprobamos. (g(z+3)°— 2(z+ 3)5)/ =(z+3)°—-3(x+3)*=(z+3) .

teselado.es 13 Calculo
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" 16. (quitar una raiz) Calcula /a;\/2x + ldx.
Solucion.
Paso 1. Cambio y despeje. Como /a:\/ar + 1dz, pero al despejar sale un %:

t—1 1
t=2x+1 — T=— d:L‘:idt.

Paso 2. Sustituimos y repartimos.

/:U\/2x+ dz—/ 5 t1/21dt i/(t?’/?—tl/?)dt

:%<5t5/2—§t3/2)+(7:———+0.

Paso 3. Deshacemos el cambio.

(2z + 1)5/2 (2z + 1)3/2

T - 5 +C.

Paso 4. Comprobamos.

(lio(zx +1)52 - L2z + 1)3/2)' = 12z +1)%2 - L(2¢ + 1)1/
1
2

= 1@+ 1)V2(2z+1) - 1) = 2v2z + L.

; 4
E 1
® 17. (definida con cambio) Calcula /0 W dx.

Solucién.

Paso 1. Cambio y despeje. La raiz estorba y su derivada no esta fuera.

t=vr = z=t% dz=2tdt

Paso 2. Cambiamos los limites.
=0 = =0,

r=4 = t=2.

a+)-1 4 _ 1
R Tre

4 2 1 9
/1+f /dt—z/o(l—H)dt_2[t—1n( )}O
ln3

—2(0-Inl) =4—2In3.

Paso 3. Sustituimos. Sumamos y restamos 1 arriba: %H =

4—2In3 ~ 1,803.

teselado.es 14 Calculo
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H

i 18. (cambio y después partes) Calcula /e‘/E dx.

Solucién.

Paso 1. ;Tabla? eV", pero sin ﬁ fuera (en el ejercicio 5 si estaba). Quitamos la raiz:

t=+vr = z=t% dz=2tdt,

/eﬁda::/%etdt.

Paso 2. Partes en t. Se simplifica 2¢; prima en la exponencial:
/2t (e') dt = 2te' — /2etdt =2t —1)+C.

Paso 3. Deshacemos el cambio.

2eV=(y/z — 1) + C.

Paso 4. Comprobamos.
/

(26\/5(\/5 — 1)) = 2eV® 2\1/5 (VZ — 1)+ 2ev® 2\1/5
eV®

:%(\/E—l—l—l):eﬁ.

teselado.es 15 Calculo


https://teselado.es
https://teselado.es

	Dos ejemplos para empezar
	El método, resumido
	Integrales inmediatas
	Integración por partes
	La regla de la prima
	Una sola función: x y arctgx
	Partes repetidas
	Integrales que vuelven a aparecer

	Cambio de variable
	Cuándo aporta algo
	Cambio en una integral definida

	Ejercicios

