"™ Teselado

Recurrencias lineales — Resolucion detallada

De la ecuacién caracteristica a la formula cerrada

Grados de Matematicas, Informatica e Ingenieria

1. Dos ejemplos para empezar

Ejemplo 1: una recurrencia homogénea
Queremos una féormula para la sucesion
an = 5a,_1 — 6ay,_9, apg=1, a3 =4

Calculando a mano salen 1,4, 14,46, ..., pero queremos aigg sin calcular los 99 anteriores.

Paso 1. Probamos con una potencia. Buscamos soluciones de la forma a,, = r". Sustituyendo
n
y dividiendo entre r™ 22

=5l — g2
r2=5r—6

2 —5r+6=0.
Esta es la ecuacion caracteristica.
Paso 2. Sus raices.
2 —5r+6=(r—-2)(r—3)=0 = r=2 r=3.
Paso 3. La solucién general. Tanto 2" como 3" cumplen la recurrencia, y también cualquier

combinacién de las dos:
anp=A-2"+B-3".

Paso 4. Las condiciones iniciales fijan A y B.

n=0: A+B=1
n=1: 2A+3B=4.

Restando dos veces la primera a la segunda: B = 2, y entonces A = —1.

an =2-3" - 2"

Paso 5. Comprobamos. Para n = 2: la recurrencia da 5-4—6-1 = 14 y la férmula, 2-9—4 = 14.
Coinciden.
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Ejemplo 2: una recurrencia no homogénea
Las Torres de Hanoi con n discos necesitan
ap = 20,1 + 1, ag =0

movimientos. El «+1» hace que la recurrencia sea no homogénea.

Paso 1. Quitamos el término sobrante y resolvemos. La parte homogénea a,, = 2a,_; tiene
ecuacién caracteristica r = 2, asi que su solucién es A - 2™,

Paso 2. Buscamos una solucién particular. El término sobrante es una constante: probamos
con una constante a, = C.

C=2C+1
C=-1.
Paso 3. Sumamos las dos.
anp=A-2" —1.

Paso 4. Ahora, y no antes, la condicién inicial. g = A —1=0, asi que A = 1.

anp = 2" — 1.

Paso 5. Comprobamos. a; =2-04+1=1=2"—1ya=2-1+1=3=22—-1.

Todo el tema son estos dos ejemplos: la ecuacién caracteristica da la parte homogénea, un tanteo
da la particular, y las condiciones iniciales se aplican al final, a la suma.

2. El método, resumido

Cémo resolver a,, = c1ay—1 + c2ap—2 + -+ + cxan—i + f(n).

k_erkl—.. g =0.

1. Ecuacién caracteristica: r
2. Solucién homogénea, segiin las raices:
— raiz simple r — Ar";
— rafz r de multiplicidad m — (Ao + Ain+ -+ + Ap_n™ 1) ry
— par complejo pet? — pn (Acosnd + Bsennf).

3. Solucién particular (si f # 0): tantear segin la tabla de la seccién 5, multiplicando
por n® si hay resonancia.

4. General = homogénea + particular.
5. Condiciones iniciales, sobre la general: un sistema lineal.

6. Comprobar con dos o tres términos calculados a mano.
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3. Por qué funciona

La recurrencia homogénea es lineal: si dos sucesiones la cumplen, cualquier combinaciéon A z,,+ By,
también. Una recurrencia de orden k& queda determinada por sus k primeros términos, asi que
sus soluciones forman un espacio de dimension k: basta encontrar k soluciones independientes y
combinarlas. Probar con r” convierte la recurrencia en un polinomio, y cada raiz da una de esas
soluciones.

Para la no homogénea: si p,, es una solucién cualquiera y a,, es otra, su diferencia a,, — p, cumple
la homogénea. Por eso toda solucién es una particular mas la homogénea general.

4. Las raices de la ecuacion caracteristica

4.1. Raices simples

Es el ejemplo 1: cada raiz r aporta un término A r™.

4.2. Raices miultiples

Si r es raiz doble, r™ solo da una solucién y hacen falta dos. La segunda es n r"; si es triple, también

n?r", y asi sucesivamente.

Ejemplo. a,, = 4a,_1 — 4a,—2, ag =1, a; = 4.

r2 —4r4+4=(r—22=0 raiz doble r = 2
an = (A+ Bn)2".

Condiciones iniciales:

n=0: A=1
n=1: (A+B)-2=4 = B=1.

an = (n+1)2".

Con una raiz doble, escribir A 2™ + B 2™ es escribir (A + B) 2™: una sola constante. El sistema
de las condiciones iniciales sale incompatible, y esa es la senal de que falta el factor n.

4.3. Raices complejas

Si los coeficientes son reales, las raices complejas vienen en pares conjugados p e, Para trabajar
solo con ntimeros reales se usa p" cosnf y p" sennf.

Ejemplo. a,, = 2a,,_1 — 2a,—2, a9 =0, a; =1.
P —2r+2=0

2++4-8
= e =
2

1+£9.
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En forma polar, 1 +1i = v/2e™™/%: p=+/2, 6=r/4.
Gy, = (\@)H(A cos %T + Bsen %T)

Condiciones iniciales:

nm

Ay = 21/2 gen 7

5. La solucién particular

Se tantea una expresion de la misma forma que f(n), con coeficientes desconocidos, y se sustituye
en la recurrencia completa.

Si f(n)es... se tantea ...

una constante C

un polinomio de grado d Co+Cin+ -+ Cynt

B cpr

un polinomio de grado d por 8" | (Co + Cin + - - - 4+ Cyn?) "

Una constante y un polinomio son el caso g = 1.

Resonancia. Si [ es raiz de la ecuacién caracteristica con multiplicidad s, el tanteo de la tabla
se multiplica por n®.

Sin ese factor, el tanteo es solucién de la homogénea: al sustituir da 0 = f(n), y no hay forma de
ajustar los coeficientes.

Ejemplo con resonancia. a,, = 3a,_1 + 3", ag = 1.
La raiz caracteristica es r = 3, y f(n) = 3" tiene = 3: hay resonancia con s = 1. Se tantea
pp=Cn3™:

Cn3"=3-C(n—1)3""143"

Cn3"=C(n—-1)3"+3" dividimos entre 3"
Cn=Cn-C+1
C=1.

La general es a, = A-3"+n3", yas=A=1.

an = (n+1)3".

Ejemplo con un polinomio. a, =a,—1+n, ap=0 (lasuma 1+2+---+n).
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La raiz caracteristica es r = 1, y un polinomio tiene § = 1: resonancia con s = 1. El tanteo de
grado 1 se multiplica por n: p, = n (Cn + D) = Cn? + Dn.

Cn®+Dn=C(n—-12?+D(n-1)+n
=Cn?+(—2C+D+1)n+(C - D).

[gualando coeficientes:

0 = oot ==

La general es a, = A+ in(n+1), y aqp = A= 0.

n(n+1)
—

Ay =

Las condiciones iniciales se aplican a la solucién general, después de sumar la particular. Ajus-
tarlas sobre la homogénea y sumar luego la particular da una sucesién que cumple la recurrencia
pero no empieza donde debe.

Si la recurrencia viene como a,42 = C1an+1 + C2a4,, la ecuacion caracteristica es la misma: solo
cambia el nombre del indice. Y si la sucesién empieza en a1, las condiciones son a1 y ag, no ag

y ap.

6. Ejercicios

Niveles de dificultad

T Homogénea: aplicar ™ No homogénea sin T Resonancia (tanteo i Plantear con una
la receta. resonancia, o plantear por nf), o plantear restriccion, y raices
una recurrencia distinguiendo casos. irracionales.
directa.

1. (raices simples) Resuelve a, = an—1 + 6a,—2, ap =3, a3 = 4.
Solucién.

Paso 1. Ecuacion caracteristica.
P—r—6=0
(r=3)(r+2)=0 = r=3,r=-2.
Paso 2. Solucién general. a, =A-3"+ B-(-2)".
Paso 3. Condiciones iniciales.

n=0: A+B=3
n=1: 3A—-2B=4.

Sustituyendo B =3 — A en la segunda: 3A —6+24=4, A=2, B=1.

Matematica Discreta

ot

teselado.es


https://teselado.es
https://teselado.es

=

B

- Teselado Recurrencias lineales -

Paso 4. Comprobaciéon. ay =4+6-3=22y 2-9+4 =22.

resuelto

an =2 3" + (=2)".

2. (raiz doble) Resuelve a,, = 6a,—1 — 9a,—2, a9 =2, a3 = 3.
Solucion.

Paso 1. Ecuacion caracteristica.

r2—6r+9=(r-32=0 = r=3doble.

Paso 2. Solucién general. a, = (A+ Bn)3".

Paso 3. Condiciones iniciales.

n=0: A=2
n=1: (24+B)-3=3 = B=-1.

Paso 4. Comprobacién. a; =6-3—-9-2=0y (2—-2)-9=0.

an = (2—n)3".

3. (término exponencial) Resuelve a, = 5a,—1 — 6a,—2 + 4", ag =9, a3 = 35.
Solucion.

Paso 1. Homogénea. Es la del ejemplo 1: r=2,r=3, h,=A4-2"+ B-3".

Paso 2. Particular. § = 4 no es raiz: sin resonancia. Tanteamos p, = C - 4" y dividimos entre

472,

C-4"=5C-4""1—6C 4" 244"
16C = 20C — 6C + 16
20=16 = C =S8.

Paso 3. General. a, = A-2"+ B-3"+8-4".

Paso 4. Condiciones iniciales.

n=0: A+B+8=9 — A+B=1
n=1: 24+3B+32=235 — 24+ 3B =3.

Restando dos veces la primera: B =1, A =0.

Paso 5. Comprobaciéon. a3 =5-35—-6-9+16=137Ty 9+ 8-16 = 137.

ap = 3" +8-4".

4. (término polinémico) Resuelve a, = 2a,—1 +n, ag = 1.
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Solucion.
Paso 1. Homogénea. r =2, h, = A-2".
Paso 2. Particular. Polinomio de grado 1, y =1 no es raiz: tanteamos p, = Cn + D.

Cn+D=2(C(n—-1)+D)+n
= (2C + 1) n+ (=2C +2D).

Igualando coeficientes:

nt: C=20+1 — (C=-1
n’: D=-20+2D — D=20=-2.

Paso 3. General. aq, = A-2"—n — 2.
Paso 4. Condicién inicial. ¢ =A—-2=1, A=3.

Paso 5. Comprobaciéon. a1 =2+1=3=6—-1—-2ya=6+2=8=12—-2—2.

ap =3-2" —n — 2.

5. (plantear: una cuenta de ahorro) Una cuenta empieza vacia. Cada mes el banco paga un 1 %
sobre el saldo y después se ingresan 100 €. Plantea una recurrencia para el saldo s, tras n meses y
resuélvela.

Solucién.

Paso 1. Plantear. El saldo de un mes es el del anterior con los intereses, mas el ingreso:

sp = 1,01s,_1 + 100, so = 0.

Paso 2. Homogénea. r = 1,01, h, = A-1,01".
Paso 3. Particular. Término constante, y 8 = 1 no es raiz: p, = C.
C=1,01C+100
-0,01C =100 = C = —-10000.

Paso 4. Condicién inicial. s, = A-1,01" — 10000y so = A — 10000 = 0: A = 10000.
Paso 5. Comprobacién. s; = 100 = 10000 - 0,01 y so = 101 + 100 = 201 = 10000 (1,0201 — 1).

$p = 10000 (1,01™ — 1) euros.

6. (resonancia con raiz doble) Resuelve a,, = 4a,—1 — 4an—o + 2", ag =0, a3 = 1.
Solucion.

Paso 1. Homogénea. (r —2)? =0, raiz doble: h,, = (A + Bn)2".
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Paso 2. Particular. 3 = 2 es raiz doble: resonancia con s = 2. Tanteamos p, = Cn?2" y
dividimos entre 2"~2:

Cn?2" =4C(n—1)22""1 —4C(n—2)?2" 2 + 2"
4Cn? =8C(n —1)> —4C(n —2)* + 4
=8C(n? —2n+1) —4C(n? —4n+4) + 4
—4Cn? +0-n—8C + 4.

Los términos en n? y en n se cancelan solos (es la resonancia bien tratada), y queda 0 = —8C + 4:
C= % Entonces p, = n?2""1,

Paso 3. General. a, = (A + Bn)2" +n?2" L

Paso 4. Condiciones iniciales.

n=0: A=0
n=1: 2B+1=1 — B =0.

Paso 5. Comprobaciéon. ag =4—-0+4=8=4-2ya3=32—-44+8=36=9-4.

ap, =n22n 1.

7. (plantear: rectas en el plano) (En cuédntas regiones dividen el plano n rectas si no hay dos
paralelas ni tres que pasen por un mismo punto? Plantea una recurrencia para ese nimero r, y
resuélvela.

Solucién.

Paso 1. Mirar qué hace la ultima recta. Con n — 1 rectas ya dibujadas, la recta n-ésima las
corta a todas en n — 1 puntos distintos. Esos puntos la parten en n trozos, y cada trozo divide en
dos una region que ya existia:

Tn = Tp—1 1+ N, ro = 1.

Paso 2. Homogénea. r =1, h, = A.

Paso 3. Particular. Polinomio de grado 1 con 8 = 1 raiz simple: resonancia, p, = n(Cn + D).
Es el mismo célculo que el ejemplo de la suma 1+ ---+n: C =D = %

Paso 4. Condicién inicial. 7, =A+in(n+1)yro=A=1.
Paso 5. Comprobaciéon. Con 2 rectas, 4 regiones; con 3, 7: 1+3=4y14+6=7.

n(n—i—l).

o=l 5

8. (plantear: dos casos al final) Un pasillo de 1 x n se cubre con baldosas de 1 x 1, que hay en 2
colores, y de 1 x 2, que hay en 3 colores. jDe cuantas formas t,, se puede cubrir?

Solucién.

Paso 1. Plantear mirando la tultima baldosa.
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= Siesdelx 1: 2 colores, y delante queda un pasillo de longitud n — 1.
= Siesde 1 x 2:3 colores, y delante queda un pasillo de longitud n — 2.
Los dos casos no se solapan, asi que se suman:

tn =2tn—1+ 3t,—_2, to=1, t; =2.

(to = 1: el pasillo vacio se cubre de una forma, sin poner nada.)

Paso 2. Ecuacion caracteristica.

r2—2r—3=(r-3)(r+1)=0 = r=3, r=-1.

Paso 3. Condiciones iniciales. Cont, =A-3"+ B (-1)™

n=0: A+B=1
n=1: 34— B=2.
Sumando: 44 = 3, A:%, B =

Paso 4. Comprobacién. t; =
grande) y $(27+1) = 7.

-243-1 =17 (cuatro con dos baldosas pequenas, tres con una

3n+1 + (_1)11

9. (plantear con una restriccion) {Cuantas cadenas de n bits no tienen dos unos seguidos? Plantea
una recurrencia para su nimero s, y resuélvela.

Solucién.

Paso 1. Plantear. Como en el pasillo, se mira el final. Una cadena valida de longitud n termina
en 0 oen 1:

= si termina en 0, lo anterior es cualquier cadena valida de longitud n — 1;

= si termina en 1, el bit anterior tiene que ser 0, y lo de antes es cualquier cadena valida de
longitud n — 2.

Asi que s, = Sp—1 + Sp—2, con s =2 (0, 1) y so =3 (00, 01, 10). Para que las cuentas salgan mas
limpias, empezamos en sy = 1 (la cadena vacia): cumple sy = 1 + $¢.

Paso 2. Ecuacion caracteristica.

1++5 1-+5
9 :

rZ—r—1=0 = =

Paso 3. Condiciones iniciales. Con s, = A" + By™:

n=0: A+B=1
n=1: Ap+ By =2.
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Sustituyendo B =1 — A y usando ¢ — ¢ = /5:

AVE=2—1 = 5

B=1-A=
2v5

3+v5
=

V5 —3

A=

¢
5

,¢}2

V5

Paso 4. Comprobacién. s; = (¢ —¢3)/v/5 =2, y s, es el niimero de Fibonacci Fj, 2.

n+2 _ ,/n+2
= V" g
\/5 A
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